CLASA aV-a

SUBIECTUL 1
Fie n un numar natural. Daca in fata lui n punem cifra 7 obtinem un numar de cinci ori mai
mare decat atunci cand punem la sfarsitul lui n cifra 7. Aflati cea mai mica valoare a lui n.

Din relatia 7n = 5.n7 =>u(n)=5 2p
Se obtine relatia 7a5 = 5-a57 = u(a) =8 1p
Avem: 7b85 = 5.b857 = u(b)=2 1p
Apoi: 7¢285 = 5-¢2857 =>u(c) =4 1p
Si atunci: 7d4285 = 5.d42857 , obtinand d = 1 1p
Se obtine cea mai mica valoare a lui n = 14285. 1p

OBS. Daca analizeaza corect, n de o cifra, n de doua cifre, ... , se acorda cate 1p pentru fiecare caz si maxim dupa ce
ajunge la ecuatia finala 7abcde = 5-abcde7 i 0 rezolva obtindnd abcde = 14285 .

SUBIECTUL 2

Numarul natural abcd are suma cifrelor egala cu 27. Aratati ca numarul abcd +dcbha se
divide cu 297.

abcd + dcba = 1001a + 110b + 110c + 1001d = 2p
=11(91a + 10b + 10c + 91d) = 1p
= 11(81a + 81d + 10a + 10b + 10c + 10d) = 1p
=11[81a+81d +10(a+b +c +d)]. 1p
81a +81d + 10(a + b + ¢ + d) se divide cu 27, 1p
Rezultd abcd + dcba se divide cu 11- 27 = 297 1p
SUBIECTUL 3

Catul impartirii a doua numere naturale este 3, iar restul este 7. Daca triplam deimpartitul,
atunci restul este 6. Determinati numerele.

Fie a si b cele doud numere. Atuncia=3b+7,cub>7. 2p
Inmultind cu 3 egalitatea anterioara, avem 3a = 9b + 21, sau 3a = (9b + 15) + 6. 1p
(9b + 15) se imparte exact la b, 1p
9b se imparte exact la b, rezulta ca 15 se imparte exact la b. 1p
Darb > 7, rezultd b = 15. 1p
Siatuncia=3-15+7=52. 1p
SUBIECTUL 4

a) Aratati ca numarul 2221 + 222- 219 este patrat perfect.
b) Daca x +222-y=2222 aratati ca 2245-y + (x —222-y) - (x + 22- y) este cub perfect.

a)
2221 + D22. 9199 = 9221 4 9221 = 1p
- 2222 = 1p
= (21112, pétrat perfect. 1p
b)
2245y + (X = 222+ y)- (X + 222 y) = 2245y + (x — 222 y) 2222 = 1p
= 25. y + Q222 x — QoM. y = 1p
= 0222. x + Q244 y = 1p
= 2222()( + 222. y) = 9222. 9222 = 9444 = (2148)3, cub perfect. 1p
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SUBIECTUL 1
a) Verificati daca 13 divide 222222.

b) Un numar natural A are 2001 cifre dintre care una este 1, iar toate celelalte sunt egale cu 2. Aratati ca

A nu este numar prim.

a) 222222 = 13- 17094, rezultd ca 13 | 222222. 1p
b) Singurul numar care trebuie aratat ca nu este prim este cel cu ultima cifra 1, celelalte care au cifra 1 pe alta 9
pozitie nu sunt prime avand ultima cifra 2. P
Fie numarul A = 22&1 :22_21000+221 1p
2001 cifre 1998 cifre
Deoarece 1998 = M, rezults din a)cd 22.--2 = My, 2p
1998 cifre
Cum 221 = M3, rezultd A este divizibil cu 13, deci nu este prim. 1p
SUBIECTUL 2
Determinati numerele prime distincte a, b, ¢, pentru care ab + bc + ca + 67abc = 2041.

Putem presupune a < b < c. Numerele a, b, ¢ nu pot fi toate impare pentru ca atunci suma ar fi un numar par. 2p
Cel putin unul dintre numere este par, iar acesta este a=2. 1p
Relatja devine 2b + bc + 2¢ + 134bc = 2041, sau 2(b + ¢) + 135bc = 2041. 1p
Pentru b>3 si ¢>5 avem 2(b + ¢) + 135bc > 2- 8 + 135- 15 = 2041. 2p
Rezultd b = 3 si ¢ = 5. Cele trei numere sunt: 2, 3, 5(cu permutarile lor). 1p

Sau (a, b, ¢)€{(2, 3, 5), (2,5, 3), (3, 2, 5), (3,5, 2), (5,2, 3), (5, 3, 2)}.

SUBIECTUL 3
Unghiurile AOB si COD sunt neadiacente si au interioarele disjuncte, iar [OB este bisectoarea unghiului

AOC. $tiind ca m(<COD) este cu 129 mai mica decat m(<COB) si ca unghiul format de bisectoarele [OX si

[OY ale unghiurilor AOB si COD are masura de 789, aflati cate grade are unghiul YOA.

X B H Problema are doua solutji, dupa cum D € Int(<BOC) sau C € Int(<BOD).
Pentru D € Int(<BOC). Notdam m(<YOD) = m(<YOC) = x. 1p
A Y Avem: m(<BOD) = 120,
S = m(<CAOB) = m(<BOC) = 2x + 120 si m(<BOX) = x + 60. 1p
X
A B Se obtine ecuatia: x + 120 + x + 60 = 789, de unde x = 300. Si atunci 9
m(<YOA) = m(<YOD) + m(<BOD) + m(<BOA) = 300 + 120 + 720 = 1149, P
C
Pentru C € Int(<BOD). Notand m(<YOD) = m(<YOC) = x. 1
Y m(<CAOB) = m(<BOC) = 2x + 120 si m(<BOX) = x + 60. P
o Se obtine ecuatia: x +2x + 120+ x + 60 = 780, de unde x = 150, Si atunci 5
D m(<YOA) = m(<YOC) + 2- m(<BOC) = 150 + 2- 420 = 990, P
OBS. Pentru rezolvarea completa a unui singur caz se acorda 4p.
SUBIECTUL 4

Se considera triunghiul ABC, cu AB = AC. O dreapta d ce contine varful A formeaza cu cele doua laturi AB
si AC, in exteriorul triunghiului, doua unghiuri congruente. Daca D este un punct pe bisectoarea unghiului

A, din interiorul triunghiului si CD N'd = {M}, BD N d = {N}, demonstrati ca AM = AN si <BMC=<BNC.

M A N

AABD=AACD(LUL) = <ABD=<ACD. 1p
AABN=AACM(ULU) = AM = AN. 2p
Din congruenta anterioara, rezulta <{AMC=<ANB(1), 1p
D AABM=AACN(LUL) = <AMB=<ANC(2). 2p
Din (1) si (2), rezulta <BMC=<BNC. 1p
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SUBIECTUL 1 a)Calculati * , ' ., . ' . b)Fiesirul L NS S
6-8 8-10 16-18 4 4-6 6-8 (2n-2)-2n
Determinati grupul de termeni consecutivi a ciror sumi este 2 .
28
) LU SRS S U SIS SN S DU (5D SR S NS SO I DU S (6 WU DU O
) 6-8 8.10 16~18_4(3~4 4.5 8.9 _4[3 4 4 5 8 J_4L3 )71 3p
b) Exceptand factorul 1 putem lua suma la grupul cutat: S= __* ! P 1
s ko(k+1) (k+1)-(k+2) (n-1)-m P

S=L1 1 Avem 1(1_ 1)_3 sgul L =3,

k m 4 k mJ 28 k m 7 1p
Obtinem « - .Avem 3m+7|7m, de unde 3m+7| (21m+49-21m)=49. 1p

3m+ 7
Cum 3m+7>10, rezultd 3m+7=49; m=14 siapoik=2. Grupuleste: - 1~~~ 1 | 1p
4.6 6-8 26-28

SUBIECTUL 2 Se considera numerele B=100. .. 0 b . Demonstrati ca JB este numar irational.
Daca b&e{2, 3,7, 8}, evident & este irational, deoarece B nu este patrat perfect. 2p
Daca b =5, atunci B este divizibil cu 5, dar nu cu 25, de unde & este irational. 1p
Daca b =6, atunci B este divizibil cu 2, dar nu cu 4, de unde & este irational. (Sau 3|B si 91B). 1p
Pentru b&{1, 4, 9}, atunci B=b- 1900...01. 1p
Dar 1900...01= Ms+2 (sau (10™1)2 <1gg0...01)< (10"1+1)2), deci nu-i patrat perfect, de unde & este irational. 2p

2n+1 cifre 2n+1 cifre

SUBIECTUL 3 a) Fie P un punct situat in interiorul unui unghi propriu XOY. Prin punctul P se duce o dreapta
d, astfel incat d N OX={A}, d N OY={B}, PN||OX, N OY, PM||OY, M= OX. Aratati ca: ,, . OM-AB gi o5 . ON-AB,
BP

AP

b) Fie P un punct situat in interiorul unui unghi propriu XOY. Prin punctul P se duc doua drepte d1 si d, astfel

incat di N OX={A1}, d1 N OY={B1} d2 N OX={Az}, dN OY={B2}. Demonstraticidacd ' , ' 1t 1,

OA, 0B, OA, OB,
atunci [OP este bisectoarea unghiului XOY.
a) PM||OB= OM _BP — ,, _OM-AB PN || QA=> ON _AP — o5 ON-AB 2
B OA AB BP OB AB AP
b) Din a) OA, :M, OA, :M, 0B, = ON-AB, ) OB, = ON-A.B, . 1p
N P B.P B,P AP AP
Inlocuind se obtine; __ 8P, AP BP AP deunde 1p
o OM-AB, ON-AB, OM-AB, ON-A,B,
M A
B BP _BP AP AP SauL‘(BWP BP\‘_L{AP AP\|(1)_ 1p
OM-AB, OM-AB, ON-AB, ON-AB, OM(AB, AB,) ON[(AB, AB,)
Ba Demonstramca B BP AP AP AP*BP AP*BP @A1B* _ A8 (p) 1
N P AB, AB, AB, AB, AB, AB, AB, AB, P
Dar BP _ B:P #0, pentru ca in caz contrar s-ar obtine 8. _ B:P sidin reciproca
(0] AB, AB, A B, A.B, 1
M A1 A | teoremei lui Thales ar rezulta ca AAz || B1B2 (F). P
Deducem din (1) ca OM=ON. Atunci OMPN este romb si [OP este bisectoarea <XOY.

SUBIECTUL 4 Fie trapezul ABCD, AB || CD, AC N BD = {0} si M< (OA, astfel incat OM = OD si M*A. Daca

CN || BM, N=BD, demonstrati ca AMDN este trapez isoscel.

DC||AB= 2¢ _ 9P
‘-‘ c OA OB

2p

1p

‘ BM | CN= oM _0OB
OC ON

& Din cele dous relatji rezults °™ _ 92 de unde DM || AN.
OA _ ON
Ak S\B Cum AODM este isoscel de varf O, rezulta AMDN este trapez isoscel.

2p
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SUBIECTUL 1 Aflati numerele rationale a si b, astfel incat a - b =2.
Ji—242 322
Deoarece (+/2 - 1)2=3-2+/2 si (V2 + 1)2=3+2/2 , ecuatia din enuntse scrie: — 2 ° _ /5. 2p
V2-1 241
Sau a(\/z_ +1)- \/_ 1) =2. 2p
Apoi a+b=(b-a+1) J_ dar a si b sunt numere rationale si J2 este irational, 1p
rezultdab-a+1=a+b=0. 1p
, 1. 1
Se obtine a= — sib=-—. 1
{ ) $ » p

SUBIECTUL 2 Fie Aj= a,a,a,.. a i,unde 1 €{1,2,3,4,5,6,7,8}sinunnumir natural nenul. Arétati ca

p= \/(Af +A +A+AT)(A;+AT+A +A L) este numar natural.

Senoteazd cu a=a,a,a, .. a, ,P1=AT + Al + AL+ A2 sip=AL+ AL+ AL+ AL p1, p2> 0 naturale. 2p
Demonstram ca p1=p2. Avem (10a+1)? +(10a+4)2 +(10a+6)2 +(10a+7)2=(10a+2)2+(10a+3)2+(10a+5)2+(10a+8)2. | 2p
Se calculeaza: (10a+4)? - (10a+3)2 +(10a+6)? - (10a+5)?=(10a+2)? - (10a+1)2+(10a+8)? - (10a+7)? sau 1p
20a+7+20a+11= 20a+3+20a+15(A). 1p
Si atunci p1=pz, de unde p = \/p1 -p, = +/P. =p,, este numar natural. 1p

SUBIECTUL 3 in cubul ABCDA'B’C’D’ punctele M, N, P sunt mijloacele muchiilor CC’, A’'D’, C'D’.
a) Aflati o functie trigonometrica a unghiului format de dreptele BM si NP.
b) Daca muchia cubului este de 6 cm, aflati aria triunghiului A’BM.

a) Fie Q mijlocul lui AA’, NP||QM, rezultd m[<(BM, NP)J= m[<(BM, MQ)]. | 1p

D P (o
— Daca a este muchia cubului, cos(<iBMQ—i i—i— \/_ 2p
2 5 5
b) Fie B'R L BM. In AB'BM: BM: B'R=6" 6, de unde BR="2Y> 1p
AR=+AB"? +BR® = [36 + 14245'5 :gmz —18\/5_. 1p
5
BM-AR 1845 1 _
A Ansm = , 3\/5_~T~E—27. 2p

SUBIECTUL 4 n prisma triunghiulara regulati ABCA’B’C’, AB=AA’=12 cm.
a) Determinati pozitia punctului M pe muchia AA’, stiind ca distanfa de la punctul A la planul (MBC) este

3\/3_ cm.

b) Daca N si P sunt mijloacele muchiilor BB’, respectiv CC’, determinati sinusul unghiului dintre AP si A’N.

] a) Daca D este mijlocul muchiei BC, atunci (AMD) _L (MBC) si distanta de la A 1
B’ | a (MBC) este AE, unde AE LMD, E < (MD). P

AE=3+/3 siAD=6+/3 , rezultd m(<ADM)=300.

Daca AM=x, MD=2x, se obtine in AAMD ecuatja 4x2 -x2=108, de unde x=6.
Sau x se poate obtine din relatia AM- AD=MD- AE.

1N | Deci M este mijlocul muchiei AA”.

2p

b) Din MC’ || AP, MB || A'N, rezulta ca avem de calculat sinusul unghiului 1
dintre MC’ si MB. P

Mg | MC=MB=vi2’ +6” - 615 §iCB=12472 . 1p

65 + 6+/5 - SiIN(AC'MB)= 12+/2 - 6+/3 . 1p

J’

sin(<C’'MB)= —— 1p




